A equacdo de Bernoulli

Aula 4 — A equacao de Bernoulli

Objetivos
O aluno devera ser capaz de:

e Descrever a dinamica de escoamento de um fluido.
e Deduzir a Equacao de Bernoulli.

e Aplicar a Equagao de Bernoulli e a Equagao da Continuidade a apare-
lhos de medida como o Medidor de Venturi e o Tubo de Pitot.

Introducao

Na Aula 3, deduzimos uma propriedade cinematica fundamental do es-
coamento de um fluido, dada pela Equagao da Continuidade. Esta equacgao é
uma conseqiiéncia natural do principio de conservacao da matéria e expressa
apenas o fato de que a massa total de um fluido deve permanecer constante
durante o escoamento. Este principio simples, contudo, nos fornece uma
informagao importante acerca da cinematica do escoamento, dizendo como
deve variar a velocidade do fluido ao variar-se a secao reta de escoamento. Na
aula de hoje, estaremos interessados em descrever as propriedades dinamicas
do escoamento de um fluido. Estas propriedades podem ser obtidas a partir
das leis fundamentais da mecanica newtoniana. A questao bésica que procu-
raremos responder na aula de hoje é: como podemos calcular a pressao em
todos os pontos de um fluido em escoamento? Assim como um principio de
conservagao nos forneceu a Equagao da Continuidade, a equagao dinamica
para o escoamento de um fluido também sera obtida a partir de uma lei de
conservacao: a Lei de Conservacao da Energia. A equacao dinamica que ob-
teremos é chamada Equacao de Bernoulli, em homenagem a Daniel Bernoulli,

matematico francés do século XVIII.

A Equacao de Bernoulli

Para deduzirmos a Equacao de Bernoulli, vamos estudar o trecho de
escoamento de um fluido mostrado na Figura 4.1. Este trecho envolve a
variacao de altura de z; para zp, e da secao reta de escoamento de A; para

A,. Note que, ao contrario do que foi feito nas aulas de Hidrostatica (Aulas
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1 e 2), vamos escolher o eixo de referéncia vertical z orientado para cima. A
escolha da origem do eixo z é livre e nao interfere no calculo da pressao no
fluido. Concentremos nossa atengao na porgao de fluido compreendida entre
os pontos A e B da Figura 4.1.a. Trataremos esta por¢ao de fluido como
nosso sistema. A Figura 4.1.a mostra a posicao do sistema no instante ¢,
enquanto que a Figura 4.1.b mostra um instante posterior ¢'. Entre t e t’ o

sistema se move e em t’ ele estd compreendido entre os pontos C e D.
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Figura 4.1: Representacio de um trecho do escoamento de um fluido incompressivel

em dois instantes de tempo.

Vamos agora identificar as forcas que atuam no sistema. Seja p; a
pressao na parte inferior do fluido, de maneira que uma forca horizontal com
médulo Fy = p; A; atue nesta parte do fluido. Esta forca é exercida pelo
restante do fluido, a esquerda do nosso sistema. Trata-se, portanto, de uma
forca que aponta para a direita conforme indicado na Figura 4.1. Por outro
lado, ha também uma forca horizontal com médulo Fy = py A que atua na
parte superior do fluido. Esta forca aponta para a esquerda, pois é exercida

pela porcao do fluido a direita do nosso sistema.
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Para calcularmos o trabalho resultante realizado sobre o sistema entre
t e t', temos ainda que discutir o movimento das partes inferior e superior
do sistema. Nesse intervalo de tempo, a extremidade inferior do sistema
desloca-se de uma distancia Az, indo de A para C, e a forca F} realiza o
trabalho W7 = F; Az;. Ao mesmo tempo, a extremidade superior desloca-se
de Az, indo de B para D, e a forca Fy realiza o trabalho Wy = —Fy Ax,.
Note que, W5 é negativo, pois o sistema desloca-se para a direita, enquanto
F5 aponta para a esquerda. Assim, o trabalho total realizado sobre o sistema,
é

W = W1 + W2 =D A1 Al’l — P2 A2 Al’g . (41)

O trabalho total realizado pelas forcas F; e F, é igual a variagao de
energia mecanica do sistema. Por outro lado, a energia mecanica do nosso
sistema é a soma das energias cinética e potencial gravitacional. Assim, pre-
cisamos calcular a variagao de energia do sistema entre ¢ e t’. Repare que se
o escoamento do fluido for ideal e o fluido incompressivel, todos os pontos
do nosso sistema compreendidos entre os pontos C e B terao densidades e
velocidades constantes durante o intervalo de tempo entre t e t'. Portanto,
a energia mecanica (cinética + potencial gravitacional) deste pedago do sis-
tema Fcp permanecera constante durante este intervalo de tempo. Assim,
podemos concentrar nosso estudo nas mudancas ocorridas em duas regioes
do sistema, uma entre os pontos A e C (regidao 1) e outra entre B e D
(regiao 2). Seja Am = pA; Ax; a massa contida na regiao 1 no instante
t, onde p é a densidade do fluido e A; Az é o volume desta regiao. O vo-
lume total do sistema pode ser escrito como Vr = Vog + A Az, sendo
Veg o volume da regiao intermediaria, compreendida entre os pontos C e
B. Em t’ esta porcao de fluido tera se deslocado completamente para a di-
reita, e a parte superior do sistema tera ocupado a regiao 2. Neste mo-
mento, o volume total do sistema serd V] = Veg + Ay Azy. Uma vez que
o fluido é incompressivel, sua densidade permanece constante bem como
o volume total do sistema, isto é, Vp = V. Portanto, cancelando Vg,

encontramos que

Al A.Tl = A2 A.Q?Q =V s (42)

o que significa que as regioes 1 e 2 tém o mesmo volume, e

pAy Axy = p Ay Axy = Am (4.3)
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o que significa que as regioes 1 e 2 possuem a mesma massa Am. Estas
conclusoes sao essenciais para calcularmos a variacao de energia mecanica

entre t e t'.

De fato, a energia mecanica total do sistema em ¢ é igual a energia
mecanica do trecho entre C e B mais a soma das energias cinética e potencial

da regiao 1, isto é,
1 2
E(t) = Ecp + §Amvl + Amgz .
Da mesma forma, temos que
/ 1 2
E(t')=Ecs + §Amv2 + Amgz, .

Portanto, a variagao de energia AE = E(t') — E(t) entre os instantes t
et é . .
AFE = §Amv§ + Amgz — §Amv% — Amgz .

Usando W = AF e a Equacao 4.1 encontramos que
1 1
p1 Ay Az — py Ay Axg = iAmvg + Amgzy — iAmv% — Amgz . (4.4)

Finalmente, lembrando que A; Ax; = Ay Azxy = V (Equagao 4.2) e
Am = pV (Equagao 4.3), podemos cancelar V' na Equacdo 4.4 e rearrumar
os termos para obter

Loy L
Pr+ 5pvi + pga =t 5P PG (4.5)

Como os pontos 1 e 2 sao dois pontos quaisquer do fluido, podemos
escrever de maneira geral que

1
p+ 5oVt +pgzr=0C, (4.6)

onde C' é uma constante. A Equagao 4.6 é a Equacao de Bernoulli, que
governa o escoamento ideal de um fluido incompressivel. Ela nos diz que
durante o escoamento as variacoes de altura e velocidade do fluido devem ser
acompanhadas de variagoes de pressao, de maneira a manter-se constante a
quantidade do lado esquerdo da Equagao 4.6. Por exemplo, de acordo com
a Equagao de Bernoulli para pontos & mesma altura (z; = z3), onde a
velocidade de escoamento do fluido for maior (tubulagdo mais estreita), a
pressao sera menor, e vice-versa. Da Equacao 4.5 vemos ainda que, sabendo-

se a pressao e a velocidade no ponto 1, a pressao no ponto 2 dependera apenas
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da velocidade v e da diferenca de altura entre os dois pontos. Assim sendo,
a pressao po ¢ independente da posicao da origem do eixo z. Ou seja, a
escolha da origem é livre e nao afeta o cdlculo da pressao, conforme dissemos

inicialmente.

Por outro lado, ¢ interessante notar que a Equacao de Bernoulli também
pode ser aplicada a um fluido estatico fazendo-se v = 0. Por exemplo, con-
sidere um fluido em repouso no interior de um recipiente. Seja py a pressao
na superficie do fluido e 2y a altura da superficie com relagao ao fundo do
recipiente. Se quisermos calcular a pressao em um ponto qualquer P si-
tuado a uma altura z do fluido, podemos aplicar a Equacao de Bernoulli

(com v = 0):
po+pgz =p+pgzr = p=po+ pg(z20—2). (4.7)

Repare que, zy — z é justamente a profundidade do ponto P, de maneira
que a Equacgao 4.7 é equivalente a Equagao 1.16 (veja a Aula 1). Contudo, ao
compararmos as Equagoes 4.7 e 1.16 devemos ser cuidadosos, notando que na
parte de Hidrostédtica (Aula 1) utilizamos um sistema de referéncia formado
por um eixo vertical, orientado para baixo, e com a origem na superficie do
fluido; enquanto, aqui, utilizamos um eixo vertical, orientado para cima, e
com a origem no fundo do recipiente. Por isso, na Equacao 4.7 temos zo — z,
enquanto na Equacao 1.16 temos apenas z, mas o conteido fisico de ambas

as equagoes ¢ 0 mesmo.

Figura 4.2: Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli a um fluido em repouso

Exemplo 1

Uma seringa cheia de dgua, com A = 2,0cm? de secdo transversal
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¢é conectada a uma mangueirinha cuja secao é a = 1,0cm?. A seringa é
disposta na horizontal e a outra extremidade da mangueirinha ¢é elevada a
uma altura h = 3,0m acima da seringa. Uma forca F' é, entao, aplicada
ao émbolo da seringa de maneira a ejetar um jato de dgua pela extremidade
alta da mangueira (veja a Figura 4.3). Supondo que o jato de dgua seja
ejetado horizontalmente, qual deve ser o valor de F' para que a agua tenha

um alcance R=1,5m ?

M a=1,0cm* * R=15m

Figura 4.3: Exemplo 1. Uma seringa conectada a uma mangueirinha elevada de 3,0m,

ejeta dgua a uma distancia de 1,5m.

Solucgao:

A forca F pode ser facilmente calculada se conhecermos a pressao p
préximo ao émbolo. Uma vez que o émbolo estd em contato com a atmosfera,
a pressao sobre ele sera dada pela pressao atmosférica py mais o acréscimo

de pressao devido a forga F', ou seja,
p=po+ F/JA = F=(p—po)A.

Portanto, a forca F' depende da pressao manométrica da agua proxima
ao émbolo. Assim sendo, temos primeiro que calcular a pressao manométrica
p — po. Para tal, aplicamos a Equacao de Bernoulli aos pontos 1 (préximo
ao émbolo) e 2 (logo apéds a saida da mangueirinha) conforme é mostrado na
Figura 4.3. Uma vez que o ponto 2 estd do lado de fora da mangueirinha,
a pressao neste ponto é justamente a pressao atmosférica, isto é, ps = pog.
A escolha da origem do eixo z é livre, de maneira que faremos z = 0 préximo
ao embolo. Assim sendo, a Equacao de Bernoulli nos da
1

1
5PVE = po + o0t + pgh,

P+ 5
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onde V ¢é a velocidade do émbolo e v é a velocidade de ejecao da dgua. Por

outro lado, da Equacao da Continuidade temos que

V:%v.

Portanto, a forca F' no émbolo sera

1 A? —a?
F=(p—p)A=spv* | —— ] + pghA.
2 A
Resolvendo a queda livre (trajetéria parabdlica), com langamento ho-

rizontal a uma altura h e velocidade v, encontramos que o alcance é:
2h » gR* 9,8m/s* x (1,5m)?

_ Zh _ _ _ 2/ .2
R=wv g = v 5T > % 3.0m 3,7m/s” .

Finalmente, substituindo este valor de v? na expressao para F, e utili-

zando a densidade da dgua p = 1,0 x 10% kg/m?, encontramos:

1,0 x 103kg/m? x 3,7m? /s> " (2,0 x 107*m?)2 — (1,0 x 107 m?)?

F =
2 2,0 x 10-4m?2

k
+ pghA + 1x10° =L 54,87 x3mx (2x 15~ 'm?)?
m S
— 0,28N

O Medidor de Venturi

O Medidor de Venturi ¢ um dispositivo utilizado para a medicao da
velocidade v de escoamento de um fluido. O esquema deste dispositivo estd
descrito na Figura 4.4. O tubo de escoamento, de secao transversal A, pos-
sui um estrangulamento com uma secao transversal menor a. Tomamos dois
pontos do escoamento (pontos 1 e 2), um deles sobre o estrangulamento
(ponto 2), e aplicamos primeiramente a equagao da continuidade, o que
nos fornece

A

=v—. 4.8
(%) Ua ( )

Além disso, os pontos 1 e 2 estdo aproximadamente a mesma altura,
de maneira que z; = zo. Portanto, os termos oriundos da energia potencial
se cancelam ao aplicarmos a Equacao de Bernoulli aos pontos 1 e 2:

2
1 ,A

L o
P1+§/W —p2—|—§pv 2
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Obs.: A diferenca de al-
tura devido a variagdo do
diametro do tubo de escoa-
mento é pequena e pode ser
desprezada.

CEDERJ

A equacdo de Bernoulli

Resolvendo para v obtemos

2 Ap
V=a m y (49)

onde Ap = p; — ps é a diferenca de pressao entre os pontos 1 e 2.
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Figura 4.4: Esquema do Medidor de Venturi.

A Equagao 4.9 nos permite obter a velocidade de escoamento do fluido
a partir de uma medida de Ap. Assim sendo, um manometro de tubo em U
é, entao, conectado aos pontos 1 e 2. A diferenca de pressao Ap é dada pelo
desnivel h do fluido manométrico nos dois bragos do manémetro. Ao conec-
tarmos o mandmetro, parte do fluido em escoamento entra nos dois bragos
do manometro e preenche os espacos nao ocupados pelo fluido manométrico.
Os fluidos no interior do manometro ficarao em equilibrio, de maneira que
poderemos aplicar os principios da hidrostatica ao manometro. Para tal, to-
memos os pontos A e B a mesma altura, um em cada braco do manometro
como mostra a Figura 4.4. Acima do ponto A temos uma coluna de altura
hy do fluido em escoamento. A pressao no topo desta coluna é justamente a
pressao p;. Por outro lado, acima do ponto B temos uma coluna de altura
h do fluido manométrico, seguida de uma coluna de altura h; — h do fluido
em escoamento A pressao no topo desta coluna é igual a p,. Calculando as
pressoes nos pontos A e B e igualando-as, obtemos:

pr+pghi = po+ pmgh+ pg(hi—h),
= Ap = (pn —p)gh, (4.10)

onde p,, é a densidade do fluido manométrico. Finalmente, podemos substi-
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tuir a Equacao 4.10 na Equacao 4.9 para obtermos

_ g2 om = p)gh
v = \/p(AQ—a2) . (4.11)

Assim, conhecendo-se as secoes transversais A e a, e as densidades p e

Pm, 0 Medidor de Venturi nos fornece o valor da velocidade de escoamento,

a partir da leitura do desnivel h no manometro.

O Tubo de Pitot

O Tubo de Pitot é um dispositivo utilizado para medir a velocidade
de escoamento de gases. O esquema deste dispositivo é mostrado na Figura
4.5. Ele é constituido de um tubo estreito, interno a outro tubo mais largo.
O tubo externo é mais estreito em uma de suas extremidades (extremidade
esquerda na Figura 4.5), juntando-se ao tubo interno. Na outra extremidade,
o tubo interno atravessa a base do tubo externo e conecta-se a um dos bragos
de um manometro de tubo em U. O outro braco do manometro é conectado
ao tubo externo, o qual possui ainda duas aberturas laterais a. Assim, um
brago do manometro (o direito) estara sob a pressao do tubo interno enquanto

o outro braco estara sob a pressao existente na regiao entre os dois tubos.

S

Figura 4.5: Esquema do Tubo de Pitot.

Quando um gas escoa pelo Tubo de Pitot, a pressao na regiao entre

os tubos (regidao intermedidria) serd diferente da pressao no interior do tubo
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interno. Isto ocorre porque nao ha escoamento do gas dentro do tubo in-
terno, enquanto as aberturas a fazem o contato da regiao intermediaria com
o fluxo tangente ao tubo externo, conforme indicam as linhas de escoamento
mostradas na Figura 4.5. Assim, podemos aplicar a Equacao de Bernoulli
as aberturas a e a um ponto b dentro do tubo interno. Para tal, iremos des-
prezar a variacao de altura entre estes pontos uma vez que ambos os tubos
interno e externo sao na realidade estreitos. Uma vez que v, = 0, pois nao

h& escoamento dentro do tubo interno, obtemos

1

pa+§pvﬁ =,

= | 2EF (4.12)
p

onde Ap = p, — p, é a diferenca de pressao entre a regiao intermediaria e o

interior do tubo interno.

Como no caso do Medidor de Venturi, esta diferenca de pressao sera
obtida através da leitura do desnivel h no manémetro de tubo em U. Contudo,
lembre-se de que estamos tratando do escoamento de um gés, cuja densidade

¢é certamente muito menor do que a densidade p,, do fluido manométrico.

Assim sendo, iremos desprezar as colunas de gas em ambos os bracos
do manometro, de maneira que a pressao no ponto C do manoémetro (veja a

Figura 4.5) serd

Pc=DPa + pmgh

e a pressao no ponto D serd

Pp =Dp -

Como os pontos C e D do manometro estao a mesma altura, temos que

pc = pp € Ap = p,gh . Finalmente, substituindo Ap na Equacao 4.12,

Vo = ,/W. (4.13)

O Tubo de Pitot é usado, por exemplo, para medir a velocidade de

obtemos

escoamento do ar pelas asas de alguns avioes.
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Resumo

Nesta aula, fizemos a descrigao dinamica do escoamento de um fluido,
deduzindo a Equacao de Bernoulli que fornece a relacao entre a pressao,
a altura e a velocidade de escoamento em todos os pontos de um fluido.
Lembre-se de que esta equacao so ¢ aplicavel em condicoes de escoamento
ideal. Felizmente, em diversas aplicacoes praticas a Equacao de Bernoulli
pode ser utilizada. Assim sendo, vimos também na aula de hoje os principios
de funcionamento de aparelhos de medida como o Medidor de Venturi e o
Tubo de Pitot.

Exercicios

1. Uma bomba mecanica é utilizada para encher uma caixa d’agua loca-
lizada 6,0m acima. A saida da bomba tem um diametro de 10,0 cm,
e é conectada a uma tubulacao com 5,0 cm de diametro. Sabendo que
a dgua é jogada na caixa d’adgua a uma velocidade de 1,0m/s:

(
(

a) Encontre a velocidade da dgua na saida da bomba.

)
b) Encontre a pressao da dgua na saida da bomba.
(c) Calcule a poténcia gasta pela bomba.

)

(d) Calcule o trabalho realizado pela bomba para encher uma caixa

com 4,0m?3.

2. Em uma tubulagdo de dgua com 4,0cm de diametro, o escoamento
se da com velocidade igual a 5,0m/s. A dgua é conduzida para um
ponto 12,0m mais alto, onde a tubulacao é mais estreita, com 1,5cm
de diametro. Encontre a diferenga de pressao na agua entre o ponto

mais alto e o ponto mais baixo do escoamento.

3. Um liquido escoa por uma tubulacao horizontal com uma area trans-
versal de 30 cm?. A tubulacdo eleva-se por 12,0m e conecta-se a outra
tubulacao com area transversal de 90 cm?. Qual deve ser a vazao do

liquido se a pressao é a mesma nas duas tubulagoes?

4. Um tanque contém agua até uma altura H = 3,0m. Um pequeno furo
com drea a = 1,0cem? é feito na superficie lateral do tanque, a uma
profundidade h = 1,0m, deixando a agua escapar. Esta situacao esta
descrita na Figura 4.6. Suponha que a area A da superficie do tanque

seja muito grande (A >> a).
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(a) Encontre com que velocidade v a dgua escapa pelo furo e a que

distancia x da base do tanque ela cai.
(b) Se quisermos que a dgua caia a uma distancia © = 4,0m, em
que profundidade devemos furar o tanque? Quantas respostas

podemos encontrar?
(c) Encontre a profundidade na qual devemos furar o tanque para que
o alcance seja maximo.

(Sugestao: Aplique a Equagao de Bernoulli e a Equagao da Con-
tinuidade a um ponto situado sobre a superficie do fluido e outro

imdediatamente apés o furo.)

A>>a

A
v

“ = >
Figura 4.6: Exercicio 4. Tanque cheio com 4gua, furado lateralmente. A dgua escapa
e é ejetada a uma distancia x da base do tanque.

5. O sifao é um dispositivo bem conhecido, muito utilizado para retirar o
liquido de um recipiente que nao pode ser tombado. Este dispositivo
estd descrito na Figura 4.7. Para utilizarmos o sifao, devemos primeiro
encher um tubo com o liquido, submergir uma das extremidades do
tubo no recipiente (extremidade A), mantendo a outra extremidade
(C) tampada, e posicionar a extremidade C a uma altura abaixo da
extremidade A. Ao destamparmos a extremidade C, o liquido comega

a fluir pelo tubo, esvaziando o recipiente.

Considere um liquido de densidade p. Seja ha a profundidade da ex-
tremidade A imersa no liquido, hg a altura do ponto mais alto do tubo
(ponto B na Figura 4.7), contada a partir da superficie do liquido, e

he a diferenga de altura entre as extremidades A e C.
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(a) Qual é a velocidade do liquido ao sair pela extremidade C? O que
ocorre se hge = 0, ou seja, se as duas extremidades estiverem a

mesma altura?
(b) Qual é a pressao no liquido no ponto mais alto (ponto B)?

(¢) Qual é a altura méxima a qual podemos elevar o ponto B de

maneira a nao interromper o escoamento do liquido pelo sifao?

he

C v

Figura 4.7: Exercicio 5. Sifao utilizado para retirar o liquido de umrecipiente.
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